59. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni éasti skolniho kola kategorie A

1. Hodnoty odmocnin jsou vzdy nezaporné a odmoctiované hodnoty také, proto ne-
zndmé x, y, z musi spliiovat podminky z,y,2z = 1, z = y?, y = 22 a 2z = 22. Z posled-
nich ti{ nerovnosti mame max{x, y, z} = max{y?, 22, 2%}, opa¢na (neostra) nerovnost plati
diky tomu, ze t < t? pro kazdé ¢t = 1. Proto max{z,y, 2} = max{y? 22,22} = 1, tedy
=y =2z=1 a obé strany vSech t¥{ rovnic soustavy jsou rovny nule (to je zkouska).

Obmeéna postupu: namisto ivahy o maximech muzeme po zjisténi z prvni véty reSeni
pokracovat nasledovné: plati x > y? > y = 22 > z > 22, nerovnost mezi krajnimi vyrazy
2 2 22 jiz znamena x = 1, takZe i hodnoty y, z z uvedeného Fetézce Sesti ¢lenti jsou rovny 1.

Zdvér. Soustava ma jediné feSeni x =y =z = 1.

Za uplné feseni je 6 bodu, neni-li provedena zkouska a podané feSeni ji vyzaduje, strhnéte 1 bod. Pfi
neuplnych fesenich za vypsani vsech Sesti nerovnosti z prvni véty feSeni udélte 1 bod, 1 bod pridélte i tém,
kdo hledanou trojici uhodnou. Uplna feSeni zaloZzend na umociiovani rovnic (bez podstatného vyuziti
nerovnosti t < t2 pro kazdé t 2 1) nejsou tlohové komisi zndma, pokud se takova objevi, prosime o jejich
zaslani.
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2. Pro délky tseki stran obecného trojuhelniku ABC k bodim dotyku vepsané
kruznice (oznacenym podle obr.) plati vzorce
_btce- a+c— a+b—c

b
|AU| = |AV| = ===, [BV| = |BT| = “=—, |CT]| = |CU| = " —,

které lze snadno ziskat vyfesenim soustavy rovnic
|[AV|+ |BV|=¢, |AU|+|CU|=b, |BT|+|CT|=a.

Body C, T, U spolu se stfedem S vepsané kruznice jsou obecné vrcholy deltoidu, ktery
je v piipadé pravého tthlu AC'B &tvercem o strané ¢ = |SU| = |SV|. Porovnani s vyse
uvedenymi vzorci pro délky tseku CT', CU vede ke vztahu

a—&—b—c.
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podle Thaletovy véty v takovém pravothlém trojuhelniku navic plati r = %c. Dohromady
dostavame
¢ atb—c a+b
r+o= 2 + 2 =5
Zkoumany podil (r + ¢)/(a + b) mé proto v libovolném pravotihlém trojihelniku jedinou
moznou hodnotu, rovnou ¢islu 3.

Podané teseni lze obménovat, zejména tak, ze namisto obecnych vzorct pro useky
stran vyjdeme z rovnosti |CT| = |CU| = g, z nichz plyne |AV| = |[AU|=b— g a |BV| =
= |BT|=a — o, tudiz

2r=c=|AB|=|AV|+ |BV|=(b—0) + (a — 0),
odkud je jiz zévér nasnadé.
Jiné FeSeni. Pro obsah P obecného trojahelniku ABC plati vzorec
2P = g(a+b+c);

k jeho odvozeni staci secist obsahy trojihelniki ABS, AC'S a BCS se shodnou vyskou o
ke stranam puvodniho trojuhelniku. V piipadé v = 90° je ovsem 2P = ab a kromé toho,
jak uz jsme zminili vyse, r = %c. Spolu s Pythagorovou vétou c? = a? + b? tak dostavame

_c ab _ac+bc+cz+2ab_ac+bc+a2+b2+2ab_
Tyt e T 20a+b+ec) 2(a+0b+c) -

~(a+bc+(a+b)? (a+ba+tb+c) a+b

 2(a+b+e)  2a+b+e) 27

a dochazime tak ke stejnému zavéru jako v pivodnim resSeni.

Za plné feseni udélte 6 boda. Znamé vzorce pro délky tseku stran k bodum dotyku vepsané kruznice neni
nutné dokazovat, stejné jako vztah mezi obsahem, polomérem kruznice vepsané a obvodem trojuhelniku.

Pii netplnych fesenich udélte 1 bod za vzorec r = %c; za vyjadieni o ve tvaru g = %(a + b — ¢) udélte

3 body, z toho 1 bod za objev &tverce CUST, zatimco za vzorec 2P = p(a + b+ ¢) pouze 1 bod (posledni
dva zisky nelze s¢itat).

3. Soucin vSech ¢isel zapsanych na tabuli je roven
S =2%.3%.57.74.11% . 13%.17-19- 23 - 29 - 31.

Pritomnost lichjch exponenti znamend, ze S neni druhou mocninou. Proto nemizeme
smazat v prvnim kroku vsechna napsana ¢isla, prvocisla 17, 19, 23, 29 a 31 dokonce ne-
smazeme nikdy. Ze vSech ostatnich ¢isel, kterd se ucCastnit Gprav mohou, vznikne vzdy
neprazdny soubor ¢isel, takze na tabuli bude porad alespon 5+ 1 = 6 ¢isel. Ukazme, ze 6
je hledany nejmensi pocet popisem jednoho (z Fady moZngch) postupti.

Kwvili lichym exponentim u prvoéisel 2, 3, 5 a 11 vy¢lenime nejdfive naptiklad skupinu
éisel A ={2,9,11,22,25} a vSechna ostatni ¢isla razna od 17, 19, 23, 29 a 31 zafadime do
skupiny

B ={3,4,5,6,7,8,10,12,13,14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33}.

V prvnim kroku vybereme vSechna ¢isla z A a nahradime je ¢islem

n=+v2-9-11-22-25=+22.32.52.112=2-3-5- 11.

Protoze soucin viech &isel z B je 23172.315-2.57-2.74.113-2.132 = 229.313.55.74.11.132,
vybereme v druhém kroku ¢islo n spolu se vSemi ¢isly z B a nahradime je ¢islem

V(2-3-5-11)-(229.313.55.74.11.132) = 21°.37.5% . 72. 11 - 13.

Pak uz zistane na tabuli pouze Sest ¢isel, coz je, jak jsme vysvétlili, nejmensi mozny pocet.

Za plné feseni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za tvahu o prvocislech 17, 19, 23, 29 a 31, 2 body za zjisténi
lichych exponentt u prvocisel 2, 3, 5 a 11 a 3 body za popis postupu vedouciho k cilovym Sesti ¢islim
(Sesté ¢islo rtizné od 17, 19, 23, 29 a 31 miZze pfi riznych postupech vyjit rtiznég).



