61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY
ll. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Je dan kosodélnik ABC'D jako na obrazku. Po strané AB se pohybuje bod E a po
strané C'D se pohybuje bod G tak, ze tsecka E'G je rovnobézna s AD. Kdyz byl prisecik F
useéek EG a BD v pétiné uhlopticky BD (blize k bodu D), byl obsah vybarvené ¢ésti
kosodélniku o 1cm? vétsi, nez kdyz byl ve dvou pétindch (opét blize k D). Urdete obsah
kosodélniku ABCD. (E. Patdkovd)

D G C
F

A F B

Mozné resSeni. Délku strany AB oznac¢ime a a velikost vysky kosodélniku ABCD na
tuto stranu oznac¢ime v; obsah kosodélniku je roven av. Trojuhelniky DGF a BEF jsou
podobné podle véty wu (thly DFG a BFE jsou vrcholové, thly FEB a FGD stiidavé).
Dale oznacme wv; velikost vysky trojuhelniku DGF' na stranu DG a ve velikost vysky
trojuhelniku BEF na stranu BFE.

a) Bod F' je v jedné pétiné thlopficky BD. Pomér podobnosti trojihelniki DGF
a BEF je v tomto pripadé 1 : 4. Pro odpovidajici si vysky téchto trojihelnikd plati
v1 + vo = v. Z uvedeného plyne, Ze v; = v a v, = Fv. VSimnéme si, ze |[DG| = |AE)|,
a tedy Ze pro délky odpovidajicich si stran téchto trojuhelnikt plati |DG| + |BE| = a.
Proto |DG| = %a a |BE| = %a a obsahy vybarvenych trojuhelniki jsou:

1/1 1 1
SDGF = — <—CL~ —v) = —-av,

2\5 5 50
1 /4 4 16
SBEF == 5 ga . g’U = %CLU.

Vybarvena ¢ast kosodélniku ma v tomto pripadé obsah

17
Spar + SBer = =g

b) Bod F' je ve dvou pétinach thlopticky BD. Pomér podobnosti trojahelniki DGF
a BEF je v tomto pripadé 2 : 3. Obdobné jako v pfedchozim odstavci odvodime, ze
Spar = % (%w %v) = %av a Sper = % (%w %v) = %av. Vybarvena cast kosodélniku
ma v tomto pripadé obsah

13
SDGF + SBEF = ——-av.
50
Ze zadani vime, ze rozdil %av — %av = %av je pravé 1cm?. Odtud plyne, ze av =

= 2—25 cm?. Obsah kosodélniku ABCD je 12,5cm?.
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Jiné FesSeni. Usecky AB a BC rozdélime na pétiny. Rovnobézky s témito tiseckami vedené
vzniklymi body rozdéli kosodélnik ABCD na 25 shodnych kosodélnicki. Vyznac¢ime-li
jesté rovnobézky s uhlopfickou BD, bude kosodélnik ABC'D rozdélen na 50 shodnych
trojuhelnickt, viz obrazek.

D C

Je-li bod F' v jedné pétiné uhlopticky BD, pak vybarvena c¢ast kosodélniku sestava ze
17 trojahelnicki. Je-li bod F' ve dvou pétinach thlopticky BD, vybarvena ¢ast kosodélniku
v tomto pripadé sestava ze 13 trojuhelnicki.

D G | | ¢ D G . ¢

A F B A E B

Rozdil 1cm? odpovidé obsahu 4 trojuhelni¢ki. Obsah kosodélniku ABCD je tedy

roven 50 - 1 = 2 = 12,5 (cm?).

Hodnoceni. 1 bod za nalezeni vlastnosti, pomoci které lze porovnat obsahy vybarvenych
trojuhelnikti (nap¥. podobnost, rozdéleni na trojuhelnicky apod.); 3 body za vyjadfeni
vztahu, ze kterého lze presné uréit rozdil obsahii v danych situacich (nap¥. rovnice plynouci
z podobnosti trojuhelniki, zjisténi, o kolik trojuhelnicki se vybarvené ¢asti lisi apod.);
2 body za dopocteni obsahu kosodélniku ABC'D.

29-11-2

Snéhurka ma na zahradé fadu 101 sadrovych trpasliki sefazenych podle hmotnosti od

224

VvV

5kg. Snéhurku nejvice prekvapilo, ze kdyz na vahu postavila 76. az 80. trpaslika, vazili
dohromady tolik, co 96. az 101. trpaslik. Jaka je hmotnost nejlehciho trpaslika?
(M. Mach)

Mozné tfesSeni. Oznacme rozdil hmotnosti dvou sousednich trpaslikt jako x. Prvni trpas-
lik vazi 5kg, druhy 5 — x, tfeti 5 — 2z, ..., n-ty trpaslik vazi 5 — (n — 1) - x (kg). Soucet
hmotnosti 76. az 80. trpaslika je

(5 — 75z) + (5 — 762) + (5 — 77x) + (5 — 78z) + (5 — 79z) = 25 — 385
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Soucet hmotnosti 96. az 101. trpaslika je
(5—95x) + (5 —96z) + (5 — 97x) + (5 — 98z) + (5 — 99x) + (5 — 100x) = 30 — 585x.
Dostavame tedy rovnici, ze které vypocteme z:

25 — 385x = 30 — 585z,
200z = 5,
x = 0,025 (kg).

Nejlehéi trpaslik vazi 5 — 100 - 0,025 = 2,5 (kg).

Jiné feseni. Oznacme rozdil hmotnosti dvou sousednich trpaslikt jako x. Prvni trpaslik
vazi b kg, druhy 5 — x, tfeti 5 — 2z, ..., 101. trpaslik vazi 5 — 100z (kg).

Rozdil hmotnosti 76. a 96. trpaslika je 20x. Stejny rozdil je i mezi 77. a 97., 78. a 98.,
79. a 89., 80. a 100. trpaslikem. Celkova hmotnost 76. az 80. trpaslika je tedy o 100z vétsi
nez celkova hmotnost 96. az 100. trpaslika. Aby 76. az 80. trpaslik vazili dohromady piesné
tolik jako 96. az 101. trpaslik, musi byt hmotnost 101. trpaslika rovna 100zx.

Ziskavame tedy rovnici, ze které jednoduse vypocteme x:

5 — 100z = 100z,
200x = 5,
x = 0,025 (kg).

Nejlehéi trpaslik vazi 100 - 0,025 = 2,5 (kg).

Hodnoceni. 4 body za sestaveni rovnice umoznujici vypocet rozdilu hmotnosti dvou sou-
sednich trpasliki; 2 body za tpravy rovnice a vysledek tlohy.

Poznamka. Ani u jednoho uvedeného FeSeni soutézici nemusi nutné vypocitavat, ze x =
= 0,025 kg. Vystaci napt. se zjisténim, ze 100x = 2,5 kg.

79-11-3
Turisticky oddil poradal tfidenni cyklisticky vylet. Prvni den chtéli ujet % celé trasy,
ale bohuzel ujeli o 4 km méné. Druhy den chtéli ujet vic, celou polovinu zbytku, ale bylo to

nakonec zase o 2km méné. Tieti den ale vSe dohonili, ujeli % zbytku cesty a jesté 4 km.
Jak dlouh& byla trasa a kolik ujeli prvni, druhy a tieti den? (M. Volfovd)

Mozné feSeni. Postupujeme tsudkem ,odzadu*.

ﬁ zbytku cesty po druhém dnu je rovna 4 km, tedy cely zbytek byl 11 -4 = 44 (km).
Kdyby druhy den ujeli (jak planovali) o 2km vice, byl by zbytek po druhém dnu o 2km
mensi, tedy jen 42km, a tvoril by polovinu toho, co po prvnim dnu zbyvalo do cile. Po
prvnim dnu zbyvalo do cile 84 km.

Kdyby prvni den ujeli podle planu celou % trasy, tedy o 4 km vice, byl by zbytek o 4 km
mensi, tj. jen 80 km, a predstavoval by % celé trasy. % trasy byla tedy 40 km a celd 120 km.

Provedeme shrnuti, pfi némz spocitame ujeté vzdalenosti v jednotlivych dnech. Prvni
den chtéli ujet 40 km, ale ujeli jen 36 km; zbyvalo jim do cile 84 km. Druhy den chtéli ujet
polovinu zbytku, tj. 42 km, ale ujeli jen 40 km; zbyvalo jim 44 km. T¥eti den ujeli % zbytku,
tj. 40km, a jesté 4km; byli tedy v cili.

V jednotlivych dnech ujeli postupné 36 km, 40 km a 44 km, dohromady 120 km.
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Jiné reSeni. Postupujeme pomoci algebry ,odpredu®; délku celé trasy v km oznacime x.
Prvni den ujeli %az — 4, zbylo jim %x + 4.
Druhy den ujeli § - (%x +4)-2= %:c, zbylo jim %:c + 4.
Treti den ujeli 12 - (32 +4) +4= 2z + 12 +4.
Délka celé trasy tedy byla

1 At 1 n 10 i 40 4
rT=—-x— —r+ —x+ — .
3 3 33 11
Po tpravach dostavame
1 40
337 117
x = 120.

Po dosazeni do vySe uvedenych vyrazu zjistujeme, Ze v jednotlivych dnech ujeli po-
stupné 36 km, 40 km a 44 km, dohromady tedy 120 km.

Hodnoceni. Po 1 bodu za délku trasy prvni, druhy a tfeti den a délku celé trasy; zbylé
2 body podle tuplnosti komentéare.

79-11-4
Organizator vystavy ,,Stavim, stavis, stavime® rozdélil expozici do dvou ¢asti. Protoze
ho zajimala reakce navstévnikt vystavy, vyplnil kazdy navstévnik pii odchodu jednoduchy
dotaznik. Vyplynuly z néj tyto zajimavé skutecnosti:
e 96 % navstévnikl, kterym se libila prvni ¢ast, se libila i druhé ¢ast,
e 60 % navstévnikl, kterym se libila druha ¢ast, se libila i prvni ¢ast,
e 59 % navstévniki se nelibila ani prvni ¢ast, ani druhé ¢ast.
Kolik procent vsech navstévnika uvedlo, ze se jim libila prvni ¢ast vystavy?
(M. Petrovd)

Mozné teseni. Oznac¢ime n pocet vSech lidi, ktefi navstivili vystavu, dale p pocet na-
vstévnikid, kterym se libila prvni ¢ast vystavy, a d pocet navstévniki, kterym se libila
druha cast vystavy. Hledame néjaky vztah mezi n a p, ze kterého jiz snadno odvodime
odpovéd na otazku.

Vyjadiime pocet navstévniki, kterym se libily obé ¢asti: z prvni podminky to je 0,96p,
z druhé podminky 0,6d. Samoziejmé plati:

0,96p = 0,6d,
96p = 6d,
8p = 5d,
1,6p =d.

Odtud miizeme vyjadrit pocet lidi v jednotlivych skupinidch pomoci p. Pocet lidi, kterym
se libila

e prvni ¢ast, ale ne druhéa ¢ast, je p — 0,96p = 0,04p,

e druhé cast, ale ne prvni ¢ast, je d — 0,6d = 0,4d = 0,4 - 1,6p = 0,64p,

e prvni i druhé c¢ast, je samoziejmé 0,96p.
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Sectenim zjistime, kolika lidem se libila aspon jedna ¢ast vystavy:
0,04p + 0,64p + 0,96p = 1,64p.
Podle treti podminky v zadéni vime, ze 0,59n navstévniktim se nelibila ani jedna cast

vystavy; tedy 0,41n navstévnikim se alespon jedna ¢ast vystavy libila. Tento pocet zaroven
podle predchoziho odpovida 1,64p. Sestavime rovnici, kterou dale upravime:

0,41n = 1,64p,
41n = 164p,
n = 4p,
0,25n = p.

Odtud plyne, ze 25 % vSech navstévnikt uvedlo, Ze se jim libila prvni ¢ast vystavy.
Vztahy mezi diskutovanymi pocty navstévnikd mizeme znazornit napt. nasledujicim
zpusobem:

spokojeni s 1. ¢asti (p) spokojeni s 2. ¢asti (d)

0,96p=0,6d

0,59n

vSichni navstévnici (n)

Hodnoceni. 2 body za vyjadieni d = 1,6p ¢i analogicky vztah; 2 body za vyjadfeni poc¢tu
navstévniki, kterym se libila aspon jedna ¢ast, pomoci poctu navstévniki, kterym se libila
prvni ¢ast (nebo za analogicky poznatek); 2 body za vyslednych 25 %.



