61. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/7 VvV 7

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Mezi vsemi desetimistnymi cisly délitelnyma jedendcti, v nichZ se Zadnd cislice ne-
opakuje, najdéte nejmensi a nejvetsi.

RESENI. Uvazovana desetimistnd ¢isla oznacme Ggagaragasasazazaiay, kde ag,
as, . ..,aq jsou vzajemneé ruzné Cislice, tedy vSechny cislice 0,1,2,...,9 v nékterém po-
fadi. Dale ozna¢me sy = ag + as + a4 + ag + ag soucet jeho &islic na sudych! mistech
a s1 = aj + az + as + a7 + ag soucet Cislic na lichych mistech.

Na zjisténi délitelnosti jedenacti pouzijeme zndmé kritérium: Cislo agas ... aiao je
délitelné jedenacti, pravé kdyz je jedenacti délitelny prislusny rozdil so — s1. Ziejmé
|so—81] S (948+T74+6+5)—(4+3+2+140) = 25 neboli —25 < s5 —s1 < 25. Soucet
So+51=04+14+24...49 =45 je liché ¢islo, proto musi byt liché i ¢islo so — s1. Pro
vyhovujici ¢islo mohou tedy nastat dvé moznosti: s, — s; = —11 nebo sy — s; = 11.

V prvnim piipadé ze soustavy rovnic so 4+ s; = 45, s —s; = 11 dostaneme s, = 28,
s1 = 17, v druhém naopak sy = 17, s; = 28.

Cislo 17 rozepiseme viemi moznymi zptisoby na soudet péti vzajemné riiznych éislic:

17=94+54+24+1+0=94+44+3+1+0=
=8+6+2+14+0=8+5+3+14+0=8+4+3+2+0=
=7+6+3+1+0=74+54+44+14+0=T+5+3+2+0=
=6+5+4+2+0=6+5+3+2+1.

Mezi desetimistnymi ¢isly zapsanymi vSemi deseti Cislicemi jsou jisté nejvétsi ta,
kterd zacinaji Cislicemi 987 nebo dokonce 9876. Vzhledem k nalezenym rozkladim
¢isla 17 toho zfejmé nelze dosdhnout pro s; = 17, zato pro s = 17 ano: staci za sy vzit
soucet 17=8+6+ 2+ 1+ 0, coz je také jedind moznost. Ostatni cislice uz na zakladé
této volby doplnime jednoznacné tak, abychom dostali ¢islo co nejvétsi. Hledané nejveétsi
¢islo je tudiz 9876 524 130.

Nejmensi ¢islo najdeme analogickym postupem. Protoze ag # 0, jsou mezi uvazova-
nymi ¢isly jisté nejmensi ta, kterd zacinaji ¢islicemi 102. Z nalezenych rozklad ¢isla 17
opét vidime, Ze toho lze dosdhnout jediné volbou s; = 17 =6+ 5+ 3 4+ 2 4+ 1. Tomu
pak odpovida ¢islo (protoZze zname vSechny jeho ¢islice na lichych i sudych mistech, je
jejich usporadani uréeno pozadavkem, aby vysledné ¢islo bylo nejmensi) 1024 375 869.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Dokazte zminéné kritérium délitelnosti jedenécti, tj. ze celé ¢islo je délitelné jedenacti,
prave kdyz je jedenéacti délitelny soucet jeho Cislic branych stfidaveé se znaménkem plus
a minus. [Kritérium plyne z toho, ze 10 dava pti déleni jedendcti stejny zbytek jako —1,
tudiz jednotlivé Fady 10™ davaji zbytek (—1)™.]

2. Dokazte, ze zadné desetimistné Cislo slozené ze vzajemné raznych éislic, v jehoz deka-
dickém zapise se stiidaji sudé a liché cislice, neni délitelné jedenécti.

1 Mista ¢islujeme podle mocnin desitky v desitkovém rozvoji; pro feseni samoziejmeé neni podstatné,
ktera mista oznacime za sudé a kterd za licha, dilezité je jen to, ze se suda a lichd mista st¥idaji.



3. Uréete pocet pétimistnych &isel slozenych ze vzajemné riznych a) lichych, b) sudych
¢islic a délitelnych jedenéacti. [a) 0, b) 16]

4. Bez déleni ukazte, ze Cislo 20111 102 je délitelné jedenacti. Pak k nému najdéte nejblizsi
mensi a nejblizsi vétsi Cislo délitelné jedenacti slozené ze stejnych Cislic jako dané cislo.
[mensi 20110211, vétsi 20 111 201]

5. Dokazte, 7e plati: Cislo agagsarasasasazaszaiag je délitelné jedenicti, pravé kdyz je
délitelné jedenécti Cislo agag + arag + asa4 + azaz + aiag-

2. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem p7i vrcholu C, jehoZ obsah
oznacéme P. Necht F je pata vysky z vrcholu C na preponu AB. Na kolmicich
k primce AB, které prochdzeji vrcholy A a B, v poloroviné opacné k poloroviné
ABC wvazujme po tadé body D a E, pro néz plati |AF| = |AD| o |BF| = |BE].
Obsah trojuhelniku DEF oznacme @Q. DokaZte, Ze plati P = Q, a zjistéte, kdy
nastane rovnost.

RESEN{. Ozna¢me tsecky (a jejich délky) ve shodé s obr. 1. Protoze DAF a EBF
jsou pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky, maji tthly pii jejich preponach velikost 45°,
takze | DFE| = 90° a trojuhelnik DEF' je pravouhly s odvésnami, jez jsou zaroven
pfeponami obou rovnoramennych pravouhlych trojihelnikti. Pro obsahy P a ) obou
uvazovanych trojuhelnikii proto plati
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Obr. 1

Podle Eukleidovy véty o vysce v daném pravouhlém trojihelniku plati v = \/cycp.
K dikazu dané nerovnosti staci tedy oveérit, ze
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3 (Ca + Cb)v/CaCh = = - caV2 - cpV/2.
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Po snadnych tpravach dostaneme postupné

Ca + Cp 2= 2:/Cqcp, neboli (Ve — /)2 = 0.

Protoze posledni nerovnost ocividné plati, je dikaz tvrzeni uzavien. Rovnost pritom
nastane, pravé kdyz c, = ¢, tj. pravé kdyz je dany pravouhly trojuhelnik ABC rovno-
ramenny.

JINE RESENI. Stejné jako v prvnim feSeni vyjdeme ze ziejmého poznatku, Ze troj-
uhelnik DEF' je pravouhly. Odvésny obou uvazovanych pravouhlych trojuhelnikd maji
stejné kolmé priméty na primku AB, pritom

|AF| = |AC|cosy1 = |DF|cos45°, |BF|=|BC|cosvyy = |EF|cos45°,

kde 71, 2 znaci odpovidajici ¢asti pravého thlu pii vrcholu C, takze vo = 90° — ~1.
Protoze cos45° = %\/5, plyne odtud pro dvojnasobky obou obsahti

45°  cos45°
9P = |AC| - |BC| = |DF| - |EF| - 222 870
COs7y1  COS7Y2
1 1
—2Q = 2Q ——— >20.

" 2cosv; sinyy Csin2y; —

Rovnost P = @) zfejmé nastane, pravé kdyz sin 2y; = 1 neboli y; = 75 = 45°, tedy
pravé kdyz je dany trojuhelnik ABC rovnoramenny.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze pro kazda dvé kladna realnd cisla a, b plati nerovnost \/% + \/g > 2.

2. V obdélniku ABCD s délkami stran |AB| = a,|BC| = b ozna¢me E patu kolmice
spusténé z vrcholu B na thlopficku AC. Urcete délky usecek AE, CE, BE. [|AE| =

_ a? _ b2 _ ab

3. V pravouhlém trojuhelniku ABC s pfeponou AB je E pata vysky z vrcholu C, D pata
vysky z bodu FE na stranu AC a F pata vysky z bodu E na stranu BC. Dokaite, Ze
obsah ¢tyrahelniku CDEF je nejvyse roven poloviné obsahu trojihelniku ABC. Kdy
nastane rovnost? [Protoze trojuhelniky AED a EBF jsou podobné trojuhelniku ABC
s koeficienty podobnosti a a 1 — «, je obsah pravothelniku CDEF roven S — (a? +
+(1—a)?)S = 2a(1 — )5, kde S znaéi obsah daného trojihelniku ABC. Pozadovana

nerovnost je tak ekvivalentni nerovnosti a(1 — ) £ % neboli (2a —1)2 > 0.

3. Najdéte vsechny dvojice redlnych cisel x, y, které vyhovuji soustavé rovnic

x|y =1,
y-lz] =8
(Zapis |a] znaci dolni celou cast ¢isla a, tj. nejuétsi celé cislo, které neprevysuje a.)

RESENT. Z druhé rovnice vyplyva, ze |z| # 0, a y = 8/|z] je tim paddem nenulové
¢islo v absolutni hodnoté nejvyse rovné 8. Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme

z- [%J =7, (1)



kterd je ve skuteCnosti s danou soustavou ekvivalentni v nasledujicim smyslu: priradi-
me-li libovolnému Feseni x rovnice (1) hodnotu y = 8/|z], bude zfejmé dvojice (x,y)
feSenim pivodni soustavy.

Budeme proto postupné hledat feseni rovnice (1) pro jednotlivé hodnoty celych ¢isel
a= LS/ I_II?H € {-8,...,—1,1,...,8} tak, ze vypocteme x = 7/a, y = 8/|z] a ovéiime,
zda |y| = a. Navic je vzhledem k nerovnosti || # 0 z rovnice (1) zfejmé, Ze nemuize
byt a = 8.

Proa=-8jex=—%, |z] =—1ay= -8, tudiz Lyj =a

Proa=—-Tjex=—-1=|z] ay= -8, tudiz |y| <

Proa=—-6jex=—%, |[z] =-2ay=—4, tudlzLy a.

Proa=-5jex=—1, |z]=-2ay=—4, tudiz |y| >a.

Proa=-3jex=—%, |z]=-3ay=-3%, tudiz |y

J

] >
Proa:—4je:r:——£ || = —2ay=—4, tudiz |y] = a.

| =a.

] =

Proa=—2jex=—1, |z]=—4ay=—2, tudiz |y

27
Proa=-ljex=-7=|z] ay=—%, tudiz |y] <a.
Proa=1jex=7=|z|ay=2, tudiz |y] = a.

3 2]
Proa=3jex =1, [z]=2ay=4,tudiz ly| >a.
Proa €{4,5,6,7} je |z] =1 ay =8, tudiz |y| > a.

Zaver. Soustava rovnic ma 6 feseni, a to [—g, —8}, [—;Z, —4], [—g, —%}, [——, —2},
8 7 8
7.7 a 3. 5]
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. V oboru realnych &isel feste rovnmici: a) |z]|? = 4, b) |z2| = 4, c) L%J = 4,
d) LQLOITJ =4.[a)x € (—2,-1)U(2,3),b) 2 < |z| < V5,¢c) z € (5,7),d) = € (403, 503)]
2. V oboru redlnych &isel feste soustavu rovnic zy = 2, z |y| = 4. [Zfejmé = < 0, y < 0.
Dokazte dale, ze |—u] = —|u| pro kazdé celé &islo a |—u] = —|u] — 1 jinak. Dobfe je
to téz vidét z grafu funkce y = |z|. Vyjde x = —4, y = —l ]
3. Dokazte, ze pro kazdé realné cislo = a kazdé celé &slo k platl lz+ k| =|z] + k.

Proa=2jex =1, |z ayz%,tudiiLyJ:a.

4. Jsou dany dvé riznobezky a, ¢ prochdzejici bodem P a bod B, ktery na nich neleZi.
Sestrojte pravouhelnik ABCD s vrcholy A, C' a D po tadé na primkdch a, ¢ a PB.

RESENi. Oznacme S priseéik thlopficek AC a BD, ktery ma leZet na p¥imce b =
= PB. Ptiitom nemitze byt S = P, protoze pak by na pfimce a lezel i vrchol C'. Takova
moznost odporuje zadani.

Zvolime-li proto na piimce b libovolny bod S’, S’ # P, existuje pravé jedna stejno-
lehlost se stfedem P, kterd zobrazi bod S na S’. V této stejnolehlosti piejde pravoihelnik
ABCD v pravotuhelnik A’B’C’D’ s pruseéikem tthloptic¢ek S’, pfitom A’ € a, B, D’ € b
a C' € c. Protoze vrcholy A’, C’ jsou soumérné sdruzené podle zvoleného stiedu S’
(obr. 2), sestrojime bod A’ jako priseéik pfimky a s pfimkou ¢, ktera je soumérné sdru-
zend s primkou c¢ podle stfedu S’. Pak uz snadno z bodu A’, S” uréime bod C’ a déle
pak — diky pravym thlim A’B'C’' a A’D'C’ — najdeme body B’, D’ jako pruseéiky
piimky b s Thaletovou kruznici nad primérem A’C’. Ptitom tyto dva pruseciky mu-
zeme oznacit jako B’, D’ v libovolném poradi s vyjimkou pfipadu, kdy jeden z prusecikti
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splyne s bodem P; v takovém pfipadé muze byt jediné D’ = P, nebot z B # P plyne
B’ # P. Nakonec zobrazime pravothelnik A’B’C’'D’ ve ,zpétné* stejnolehlosti, ve které
B’ — B. Tak dostaneme ¢tyiuhelnik ABCD, ktery méa ziejmé vSechny pozadované
vlastnosti.

Obr. 2

Diskuse: Pro zvoleny bod S’ € b, S’ # P, body A’ a (' existuji a jsou jediné
(pFimky a, ¢’ jsou totiz riznobézky a zadné z nich stfedem soumérnosti S’ neprochéazi).
KruZnice nad primérem A’C’ mé kladny polomér, a proto mé s pfimkou b jdouci jejim
stfedem S’ vzdy dva priiseciky. Jsou-li oba rtizné od bodu P, mé tloha dvé feSeni. Jeden
z téchto dvou pruseéikt splyne s bodem P, pravé kdyz bude tthel A’PC’ pravy, tedy
pravé kdyz dané pfimky a, ¢ budou navzajem kolmé. V takovém piipadé bude D’ = P
a tloha bude mit jediné feseni (vrchol D splyne s bodem P).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Jsou dany dvé rtznobézky a, ¢ a bod S nelezici na zddné z nich. Sestrojte Ctverec
ABCD se sttedem S tak, aby bod A lezel na pfimce a a bod C na pfimce c. [Sestrojime
pfimku o’ jako obraz pifimky a ve stfedové soumérnosti se stfedem S, priinik pfimek
a’, ¢ dava bod C']

2. Jsou déany dvé riznobézky a, c, jejichz prusecik P je mimo nékresnu, a bod B nelezici
na zadné z nich. Sestrojte pfimku b prochézejici body B, P. [Sestrojime libovolny troj-
tthelnik ABC, kde A € a a C € c, a pak sestrojime trojuhelnik A’B’C’, ktery bude
jeho obrazem v néjaké stejnolehlosti se stfedem v bodé P.]

3. Je dana tsecka AB. Sestrojte pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou AB tak, aby
|AC| = 2 - |BC|. [Sestrojime trojuhelnik A’B’C’ pozadované vlastnosti a pak pomoci
stejnolehlosti (napt. se stfedem v jednom z vrcholil) sestrojime trojihelnik, jehoz pfe-
pona bude mit délku |AB].]

5. V jistém mésté maji vybudovanou sit na Siveni pomluv, v niz si kaZdy pomlouvad
vymenuje informace se tremi pomlouvackami a kaZdd pomlouvacka si vyménuje
informace se tremi pomlouvaci. Jinak se pomluvy nesiri.

a) Dokazte, Ze pomlouvaci a pomlouvacek je stejny pocet.

b) Predpokladejme, Ze sit na pomlouvani je souwvisld (pomluvy od libovolného po-
mlouvace a libovolné pomlowvacky se mohou dostat ke vsem ostatnim). Dokaz-
te, Ze i kdyZ jeden pomlouvac zemre, zistane sit souvisld.

RESENT. a) Necht m je podet pomlouvacii. Protoze kazdy pomlouvaé je ve spojeni
se tfemi pomlouvackami, je mezi vSemi celkem 3m spojeni. A jelikoz ke stejnému vy-
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sledku musime dojit, kdyz spoc¢itame vSechna spojeni jednotlivych pomlouvacek, z nichz
kazda je ve spojeni se tfemi pomlouvaci, je pomlouvacek také m.

b) Predpokladejme, Ze po smrti jednoho z pomlouvacu se sit rozpadne na nékolik
souvislych casti. To znamend, ze postizeny pomlouvac¢ byl ve spojeni s aspon jednou
pomlouvackou v kazdé ze vzniklych c¢asti, jinak by pfislusna ¢ast nebyla propojena se
zbytkem sité uz pred jeho skonem. Odtud je dale ziejmé, ze vzniklé ¢asti jsou nejvyse
tTi, pricemz pocet pomlouvacek, které byly ve spojeni s postizenym pomlouvacem, musi
v kazdé z nich byt 1 nebo 2.

Uvazujme libovolnou z ¢asti, na které se sit rozpadla, a ozna¢me m a n odpovidajici
pocty pomlouvaci a pomlouvacek v této casti. Jestlize nyni spocitdme pocet spojeni
vSech pomlouvaci v této casti, dostaneme 3m. Vzhledem k tomu, ze jedna nebo dvé
pomlouvacky o jedno spojeni prisly, je celkovy pocet jejich spojeni s pomlouvaci 3n — 2
nebo 3n — 1. Ani jedno z téchto ¢isel vSak neni délitelné tfemi, proto se nemiize nikdy
rovnat celkovému poctu spojeni pomlouvact ve zvolené casti. To je spor, ktery dokazuje
tvrzeni b) tlohy.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V siti na Sifeni pomluv je m pomlouvact a n pomlouvacek. Kazdy z pomlouvaci je ve
spojeni s a pomlouvackami a kazda pomlouvacka je ve spojeni s b pomlouvaci. Jinak
se pomluvy nesiii. Jaky je vztah mezi proménnymi a, b, m, n? [ma = nb]

2. Vytvorte model souvislé sité popsané v textu soutézni ulohy pro 3, 4, 5, ... pomlou-
vacu a pomlouvacek. Ukazte v tomto modelu, Ze po odstranéni kteréhokoli pomlouvace
zustane sit souvisla.

3. Pro jaky pocet pomlouvact a pomlouvacek miize byt sif popsana v textu soutézni tlohy
nesouvisla? [pro 6, 7, 8, ...]

4. V souvislé siti na Sifeni pomluv je kazdy pomlouvaé ve spojeni s aspoii a) jednim, b)
dvéma dalsimi pomlouvaéi. Zistane sit souvisld, zemfe-li jeden z nich? [a) i b): muze,
ale nemusi ziistat souvisld, zalezi na tvaru sité]

6. Anna a Bedrich hraji karetni hru. KaZdy z nich md pét karet s hodnotami 1 aZ 5
(od kazdé€ jednu). V kaZdém z péti kol oba vyloZi jednu kartu, a kdo md vyssi ¢islo,
ziskd bod. V pripadé karet se stejnymi cisly neziskda bod nikdo. Pouzité karty se do
hry nevraceji. Kdo ziskd na konci vice bodu, vyhral. Kolik procent ze vsech mozZnych
prubéhu takové hry skonci vyhrou Anny?

RESENi. Popsané hra je ziejmé spravedliva v tom smyslu, Ze oba hraci maji stejny
pocet moznosti jak vyhrat. Abychom zjistili pozadovany pocet, staci zjistit, kolika zpii-
soby miize nastat remis, tedy jeden z vysledki 0:0,1:1a 2: 2.

Pripad 0 : 0 nastane, pokud oba hraci vylozi v kazdém kole stejné karty. Takovych
moznosti je 5! =1-2-3-4-5.

Vysledek 1 : 1 znamend, ze hraci vylozi stejné karty ve tfech kolech a ve dvou zby-
lych kolech vylozi dvé ruzné karty (z,y), kazdy v jiném poradi. Kazdy takovy vysledek
je tedy jednoznacné urcen poradim karet jednoho z hract a vybérem kol, v nichz druhy
hrac¢ zahraje stejné. TTi kola z péti lze vybrat 10 zpisoby a pét karet lze usporadat
5! zptisoby. Vysledek 1 : 1 tak nastane v 10 - 5! pripadech.

Zbyva vysettit, kdy nastane vysledek 2 : 2. Tu kartu z, kterou vylozi hraci v jednom
z péti kol, je mozné vybrat 5 zptisoby. Anné i Bedfichovi pak zbydou ¢tyii karty a < b <
< ¢ < d. Protoze na poradi kol nezalezi, spocitejme nejprve, kolik je moznosti v pripadé,
ze Anna vylozi karty x, a, b, ¢, d v tomto poradi. Aby nedoslo k dalsi remize, musi Anna
ziskat dalsi bod v poslednim kole za kartu d, zatimco Bedfich musi ziskat bod v druhém
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kole, kdy Anna vylozi kartu a. Proto staci zjistit, jaké ma Bedfich v tfetim a ¢tvrtém
kole moznosti, aby tato dvé kola skoncila 1 : 1.

V téchto kolech musi Bedfich vylozit jednu ze dvojic (a, d), (¢, a), (¢, b), (d,a), (d,b),
které lze doplnit kartami pro druhé a paté kolo tak, aby v nich nenastala remiza, do
celkem sedmi poradi:

(z,b,a,d,c), (x,c,a,d,b), (x,d,c,a,b), (x,d,¢,b,a), (x,b,d,a,c),
(x,c,d,a,b), (x,¢,d,b,a).

Anna muze karty x, a, b, ¢, d vylozit 5! zptsoby. Vysledek 2 : 2 tak nastane v 5-7 - 5!
pripadech.

Celkové mohou jak Anna, tak BedFich vylozit karty 5! zptisoby, to je dohromady 5!
moznosti. Protoze pocet vSech moznych pribéha hry, v nichz nastane remiza, je roven
5!410-5!4+5-7-5! = 5!.46, je pocet moznych vyher kazdého z nich %(5!2—5!46) = 5!.3T7.
Vyhrou jednoho z nich tedy skonci

51-37 37

vSech moznych her.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Jaké jsou mozné bodové vysledky karetni hry v soutézni tloze? [4:1,1:4,3:2,2:3,
3:1,1:3,2:2,2:1,1:2,1:1,0:0]

2. Kolika zpisoby miize probéhnout ,zkraceny“ volejbalovy set, _(pokud skonci patym bo-
dem a vitéz musi vyhrat aspoii o dva body? [(g) + (“;’) + (g) +(3) = 1+5+15+35 = 56,
pfi tak malych hodnotéch se d& poéitat bez kombinacnich ¢isel.]

3. Jaky je pocet desetimistnych ¢isel slozenych z riznych ¢islic, v nichz se st¥idaji sudé
a liché cislice? Kolik je to procent ze vSech desetimistnych cisel slozenych z riaznych

v 1. -4!1.5! ~ _
&islic? [5!- 5! +4-41-5! =941 5!, T45 = — L~ 0,008 = 0,8 %]




